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Resumo

Este trabalho apresenta uma nova metodologia para resolugio de problemas de contorno livre ou desconhecido,
que podem ser caracterizados pela aplicagio do operador generalizado de segunda ordem e condigdes de con-
torno do tipo Dirichlet, Neumann ou Robim. A metodologia consiste na resolugao do problema em um domi-
nio () novo e pré fixado, através de mapeamento, e com condi¢des de natural e adicional onde o contorno ¢
desconhecido. A resolu¢ido do problema no novo dominio apresenta a grande vantagem de nao necessitar uma
nova malha para cada passo de um processo iterativo. A solugado de um duplo sistema de equagoes diferenciais
parciais leva ao conhecimento da solugio e ao tragado do contorno nas regioes livres.

Palavras-chave: método de elementos finitos, problemas de contorno livte ou desconhecido

Abstract

This work presents a new methodology to resolution of free (or unknowed) boundary problems, which can be
caracterized by application of a second order generalized linear operator on a unknowed function in domain
(Q) and with boundary conditions type Dirichlet, Neumann or mixed (Robim). Methodology consists in the
problem resolution in a new and pre-established domain (), through of map, and with natural and additional
boundary conditions in the boundary regions where the same isn’t defined. The problem resolution in a new
domain present great advantage to avoid a new mesh to each step of iterative process. The solution of
differential parcial equations double system leaves to knowledge of unknow and boundary trace in regions where
it was unknowed.

Key-words: finity elements method, free and unknowed bocendary problems



Introducao

Em engenharia, é freqliente encontrar problemas
matematicos envolvendo sistemas de equagoes dife-
renciais parciais com solugdes gerais envolvendo fun-
¢Oes arbitrarias de relacdes entre as variaveis
independentes, com dificuldade de atendimento das
condi¢oes de contorno. Usualmente prefere-se deter-
minar um conjunto de solugoes particulares que aten-
dam as condigbes impostas no contorno, e formar-se
uma solucao pela combinacao linear das solugoes par-
ticulares.

Em sistemas continuos, que somente podem ser
solucionados com exatiddo através de manipulagio
matematica, um modelo adequado pode ser obtido
usando subdivisio continuada indefinidamente.

Quando a solugdo analitica para sistemas de
equagles diferenciais parciais nao é conhecida, bus-
ca-se uma solucdo aproximada através do empre-
go de métodos que possibilitem uma proximidade

satisfatoria. Esses sistemas utilizam um numero
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tinito de componentes bem definidos e sdo os siste-
mas discretizados cujas técnicas de discretizacdo po-
dem apresentar-se mediante: a) aproximacao através
de diferengas finitas; b) variados procedimentos para
a importancia residual; c) técnicas para determinagdo
aproximada do estacionario de funcionais bem defi-
nidos; e d) analogia direta entre elementos discretos
reais e por¢oes finitas de um dominio continuo (técni-
ca de elementos finitos) como um procedimento de
discretizagao geral de problemas continuos colocados
mediante afirmacdes definidas matematicamente.

A existéncia de um tratamento unificado para pro-
blemas padroes discretos leva a defini¢do de um pro-
cesso de elementos finitos como um método de
aproximac¢ao de problemas continuos, de maneira
que o continuo ¢ dividido em um numero finito de
partes (elementos), o comportamento dessas partes
¢ especificado através de um numero finito de
parametros; e a solucio do sistema completo como
uma associacio desses elementos, conduz aos mes-
mos resultados que aqueles aplicados a problemas
discretos padroes.

Os problemas a serem resolvidos através de ele-
mentos finitos, sao discretizados no dominio global
através de uma malha e formulados via coordenadas
globais para o dominio () ) em unido com o contot-
no (T") onde o problema esta definido. A solucdo

aproximada via elementos finitos é uma aproximagio
da solu¢ido exata do problema definido na regido
QNE < R" (n = 2 ou 3) com contorno suave ' sen-
do desejavel que QNE e I, representem tanto quanto
possivel a regido e o contorno [ respectivamente,
mostrando a necessidade de um estudo particular a
cada problema em questdao. O operador matematico
linear generalizado de segunda ordem ¢é entdo consi-

derado, aplicado a um dominio () e com contorno

1".
O método de elementos finitos

Os principais constituintes do método de elemen-
tos finitos para a solu¢do de um problema de contor-
no, de acordo com Hughes (1987), sio:

a) A forma fraca ou variacional do problema; e

b) A solucio aproximada das equagdes variacionais
através do uso de funcoes de elementos finitos.

Para se definir a forma fraca ou equagio variacional
do problema, necessita-se a caracterizagao de duas
classes de funcoes:

a) Solugoes Teste : Consistem em todas as funcdes

cujas derivadas sejam quadrado-integraveis:

[a%i)zdx <o (1)
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que satisfacam a parte ndo - homogénea da condi¢ao
de contorno.

S={y /vy eH'(Q),y =q} em I, @)
b) Variagoes Admissiveis : Sdo também fun-
¢Oes cujas derivadas sejam quadrado-integraveis,
e que atendam a parte homogénea da condicio
de contorno:

V=f/neH @mn=0} emT, )

O método de elementos finitos baseia-se na idéia
fundamental de se aproximar § e [ através de con-
venientes coleces de funcdes finito - dimensionais.
As equagdes variacionais sao entdo resolvidas em
seu contexto finito - dimensional.

Método de Aproximagao de
(Bubonov-)Galerkin

Como primeiro passo, constituem-se aproxima-
coes de S e 7. Essas colecoes de funcdes sio denota-
das por §# o ', cujo super escrito refere-se a malha
ou discretizacdo do dominio , 0 qual ¢é

parametrizado mediante um comprimento escalar
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caracterfstico 4. As cole¢bes g/ o '/, sido
subconjuntos de S e 1/ respectivamente.

S"e S= sey’ e §" entio y" e §
V'eV=sen' eV ention" eV

As colegdes §" § V" e 1/ sd0 espagos funcio-
nais. Assumindo conhecida a colecio J'", entio para

cada membro nh e V , constitui-se uma funciao

\l/h e S tal que:
vi=0"+q" @

onde qh ¢ uma funcao dada, que satisfaz a condigao de
contorno essencial. A equacio (04) constitui uma defini-
cdode g”,isto €, g’ sao todas as fungdes na forma da
equacio (04). O ponto chave a se observar é que a me-
nos da funcio (]h, o0s espacos funcionais §# e '’ sio
compostos de idénticas colegdes de fungdes. O método
de Galerkin leva a um sistema de equagdes algébricas
lineares acopladas.

Seja /h todas as combinagdes de fungdes dadas de-
notadas mediante N, : Q — R onde A=1,2,..,n.(Q)
¢ o dominio de elementos finitos). Se n" e V", entio
existem constantes C,, A= 1, 2, ..., n de maneira que:
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n' = E C,N,=CN,+C,N,+..+C N, ©)

A=1

Os N,’s sio conhecidos como fung¢des de
interpolagio, fungdes basicas ou fungdes forma.

Para definir membros de ¢ ¢ necessario especifi-
car qh. Com esta finalidade introduz-se outra funcio
forma N ., : Q— R com a seguinte propriedade
de também satisfazer a condicdo de contorno essenci-
al.

h
Nn+1 2 V
Entao qh ¢ dado por:
h_

q - anJrl (6)

Com esta definicio, uma tipica nh e V" éescrita
como: \y h :(ph + qh

\Vh=ZDANA+an+1 @
A=1

onde os D s sio constantes.
O sistema de n equacdes algébricas lineares
acopladas, com n incognitas, pode ser escrito como:
n

ZKABDB =FA,A:1,2,...,H (8)
B=1

ou em notaciao matricial:

K, K, .. K
K, K, .. K,
K=[K 1=
K] )

(10)

Dl
DZ
D=[Ds]=| (1)
D

n

A equagio (08) torna-se:

KD=F (12)

A terminologia freqiientemente aplicada é:

K = matriz de rigidez

D = vetor forca

F = vetor deslocamento

Pode-se entdo estabelecer a matriz equivalente
(M), do problema de Galerkin. A solucdo de
Mé:D =K 'F (assumindo que a inversa de K
exista). Uma vez conhecida D, a solucio de (G)
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pode ser obtida para qualquer ponto x eﬁ, fazen-
do-se:

V=Y DN, @+, 03

As fungdes derivadas de h (x), se requeridas,
podem ser obtidas mediante diferenciacdo termo-a-
termo. Isto vem enfatizar que a solucdo (G) é uma
solucao aproximada. Consequentemente, a equagao
diferencial e a condicido de contorno natural sdo so-
mente satisfeitas aproximadamente. A qualidade da
aproximacio depende da escolha especifica dos NA’
e do nimero n.

A solugdo aproximada através de uma malha com
incremento h ¢ do tipo:

v (x)= Z"’ "N, (x) (14)
A=1

com \VZ e R, A =1,., n Numero de nodos ou
no6s da malha)

Alguns parametros de interesse sao necessarios para
se estabelecer uma configuragio apropriada ao traba-
lho, a saber:

1) NE - Numero de elementos (€2,) da malha

(B)s
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2) NP - Numero de pontos, nés ou nodos (func¢ao
do passo h e do tipo de elementos da malha);

3) LB - Grau de liberdade por né (refere-se ao nu-
mero de incognitas a serem determinadas);

4) LBOUD (NPLB) - Espécie da condi¢io de con-
torno.

1- Se o0 nodo for de contorno e o valor da incog-
nita for prescrito no nodo (Condi¢do de Contorno
de primeira espécie ou tipo Dirichlet);

2- Se o nodo for de contorno e o valor prescrito
nele for o da derivada normal da incégnita (fluxo)
(Condigao de Contorno de segunda espécie ou tipo
Neumann);

3 - Se 0 nodo for de contorno e o valor presctito
no né for uma combinagio linear da incognita e da
derivada normal da prépria incégnita (Condigao de
Contorno de terceira espécie ou mistas ou de Robim).

De forma geral, os espagos solugdo, sio dados
por:

H = {1y )y ) € HP ) (19)

tal que:

vy =g/ LBOUD(Q))=1;] =1aLB,1=1aNP
sendo gj o valor prescrito da incognita s " no nodo
I do contorno para o grau de liberdade J.

Os espagos teste sao, normalmente, dados por:

B =,y e B a0
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tal que:

v/ =055 LBOUD(]) =1,]=1alBel=1
a NP.

A solugdo aproximada via malha de elementos
finitos ¢ dada por

W=D W OV, )

com vy "(;) = g(;) se LBOUD (LLB) = 1

Encontrar \|/h(x) ¢ o mesmo que encontrar
v (1) I=1aNP

A vantagem do emprego da técnica consiste na
possibilidade do conhecimento de uma solucao apro-
ximada para um problema de interesse. A desvanta-
gem estd em, para cada problema diferente, fazer-se
necessaria a definicio e o emprego de uma malha de
elementos finitos caracteristica e apropriada ao pro-
blema.

Problemas de contorno conhecido

Os problemas de contorno sio basicamente cons-
tituidos por :

a) Equacio diferencial principal : caracterizada pela
existéncia de um operador (L) aplicado a uma fun-
¢do desconhecida () resultando determinado
valor (/) no dominio (€Q) do problema.

Ly )=/ em Q (18)
b) Condi¢des de contorno : equacles auxiliares que
possibilitam a resolucio do problema, e sdo apli-
cadas a um contorno (I") conhecido e definido,

tais como:
Y =g em [ (la espécie) (Dirichlet) (19
ai —g em[ (2. espécie) Neumann)  (20)
n
oy N :
8_71 +OQY =7 em [ (3a. espécie) (Mista ou Robim) (21)

Ha, entdo, existéncia e unicidade de e conheci-
mento e definicio do contorno T .

Formulagdes forte e fraca para problemas de
contorno

Os desenvolvimentos apresentados neste trabalho
sa0 relativos ao problema linear generalizado de se-
gunda ordem, definido em sua forma forte por:

n

QICA N G 0
L:—E —E D, —+ E v, —+Yy
ox, 7 ox, ox,
i=1 j=1

i=1

Ly )=/ emQ 22)
Com condicbes de contorno:
Y=g em [, (23)
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NS0 g wr, e
/ axj

i=1 \ j=1

n n

"~ Ox,

i=1 \ j=1

sendo # a componente de ordem 7 do vetor unita-
rio n, normal a T

Para que o problema forte dado pelas equagoes
(22) a (25) tenha solucdo, devem ser impostas condi-
¢Oes de regularidade as funcdes Dij , ViYL feg o
que nem sempre é possivel. Faz-se a construgiao do
problema fraco anilogo para garantir as condi¢Oes
de regularidade, que consiste em encontrar

\V cH' (Q) tal que:

Ve H(Q)com § =g = (v ~) € Hy" (Q)
vn e Hy"(Q)
a(y,n)+c(y.m)=bMm)+b,Mm) +b, (M)

(26)
com:
a(y,m)= Iz ZD,ala‘ndQ+J-2vialdQ+‘[ywndQ
" Ox, Ox; ox,
Q =t Al Q i=! Q
Yy eH' (@)
27
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c(y,n)= Jawndl“ YyneL((l,) (28

I
b(n)= jfndQ vn eH'(Q) (29)
Q
b,(m) = Imdf vn eL,(T,,T)) (30)
T

A equagio (27) é conhecida como equagao
variacional do problema fraco, o espaco H ;,r] (Q)
como espaco solugio e Hé’rl (Q) como espago das

funcdes testes admissivelis.

Problemas de contorno livre ou
desconhecido

Problemas nos quais a solu¢do de uma equa-
¢ao diferencial tem que satisfazer certas condi¢des
no contorno de um dominio prescrito sdo refe-
rendados como problemas de valor no contorno.
Em muitos casos, o contorno do dominio nio é
conhecido, mas tem de ser determinado como
parte da solugdo. O termo problema de contorno
livrte é comumente usado quando o contorno é

estacionario.
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Movimentos de contorno siao associados com
problemas dependentes do tempo e a posi¢io do
contorno deve ser determinada como uma funcao
de tempo e espaco.

Em ambos os casos, problemas de contorno li-
vre ou em movimento, sao necessarias duas condi-
¢oes de contorno em cada tempo, uma para se
determinar o contorno e a outra para completar a
definicdo da solucdo da equacdo diferencial. Pro-
blemas com contorno em movimento sio chama-
dos de problemas de Stefan, como referéncia ao
primeiro trabalho de Stefan (em torno de 1980),
que estava interessado na fusido do gelo da calota
polar.

Viarios métodos numéricos para solu¢ido de pro-
blemas de contorno livre tem sido criados, e po-
dem ser colocados em duas classes. Na primeira,
ficam as técnicas aplicavels ao problema como ori-
ginalmente formulado no plano fisico. Na segunda
classe, o problema ¢é tratado em uma forma dife-
rente, ou seja, por introducdo da variavel Baiocchi
ou alguma troca conveniente de coordenadas, e o
problema transformado é resolvido numericamen-
te. A escolha do método ¢ influenciada por varios
fatores, de maneira que sejam exploradas as técni-
cas mais poderosas para resolver a equacio dife-
rencial parcial e computar as facilidades disponiveis.

A preferéncia por elementos finitos é mais
marcada para dominios de forma irregular e para
problemas tridimensionais. F conveniente usar uma
malha fixada na regidao de dominio global, na qual
somente os nodos do contorno livre sio ajustados
no processo iterativo.

Tipicamente, um problema de contorno livre con-
siste de uma equagao diferencial (de tipo eliptico) para
ser satisfeita dentro de um dominio, juntamente com
o contorno, com as necessarias condicodes de con-
torno. Uma secdo do contorno, o contorno livre, é
desconhecido e pode ser determinado como parte
da solucdo. Para que isto seja possivel, uma condi¢ao
adicional deve ser especificada na regiao de contor-
no livre.

Fluxos através de meios porosos formam um im-
portante grupo de problemas de contorno livre,
como nos fenémenos de infiltragdo que ocorrem na
natureza, ou seja, em infiltracbes que ocorrem em
represas de terra, canais, rios, lagos, sistemas de irti-
gacdo ou em pogos e nascentes. O interesse pratico
de problemas de contorno livre, estende-se aos to-
picos de fisica do plasma, semicondutores e meca-
nismos eletroquimicos.

Nas regides de contorno livre, apresentam-se as
dificuldades para a soluciao do problema, pois as co-
ordenadas reais dos pontos ou nodos da malha nao
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sdo conhecidos. Para obter-se uma solucio, recorre-
se a um processo iterativo que pode admitir uma
maior ou menor tolerdncia para o critério de con-
vergéncia. Isto posto, os resultados serao sempre
aproximados.

Como metodologia considera-se para as regioes
do contorno livres ou desconhecidas, uma condicao
de contorno adicional, que dever ser satisfeita simul-
taneamente com a condi¢io natural de contorno nes-
sas regides, de maneira que, possa-se garantir a
convergéncia dos resultados e consequentemente a
determinacao das posicbes dos pontos de contorno.
Um sistema de coordenadas locais com dominio (¢))
pré-estabelecido e onde o contorno esta sempre defi-
nido ¢ utilizado para a realizacdo de mapeamentos. A
vantagem consiste em: para qualquer perfil da regiao
de contorno livre (") do problema nas coordenadas
globais, ter-se sempre um mesmo petfil (linear ou pla-
no) na regiao de contorno () correspondente nas co-
ordenadas transformadas (ou locais).

Outra grande vantagem de se resolver o proble-
ma no novo sistema de coordenadas () U ) vem da
fixacdo do perfil (linear ou plano) na regidao de con-
torno livre ou desconhecido do problema, acarretan-
do uma diminui¢ido no ndmero de ordenadas a serem
determinadas (parte da solu¢io) (n-1)(1 para proble-
mas bidimensionais e

2 para problemas
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tridimensionais) para os nodos de contorno da regiao
livre ou desconhecida. A resolu¢do do problema nas
coordenadas globais requer a determinacio de n ot-
denadas (2 para problema bidimensional e 3 para pro-
blema tridimensional) para cada nodo de contorno
da regiao livre.

Modela-se o problema de contorno livte como a
composi¢ao de uma equagio diferencial regedora no
dominio, das condi¢cdes de contorno verificadas em
parcelas do contorno e a condigio adicional em cada
parcela de contorno livre. As combinagdes possiveis
das condi¢Ges de contorno sao sempre duas das trés
espécies de condi¢des de contorno possivel.

Y=g em T, primeira espécie (Dirichlet) (31)

"

n aw
DI DI R
=1 J

i=1

em I') segunda espécie

(Neumann) (32)

—Z ZDijal oy =1 em T, terceira
ox;

=1\ j=1

espécie (Robim) (33)

sendo 7, a componente de ordem 7 do vetor unitario
n, normal a T".

Nos problemas de contorno conhecido, as coot-

denadas dos pontos pertencentes ao contorno sao

estipulados em func¢do da geometria em estudo,
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garantindo a convergéncia dos resultados, pela satista-
¢do da condi¢do de contorno natural. Nos problemas
de contorno livre, a solugiao obtida, via processo
iterativo é, sempre de valor aproximado, pois as posi-
¢Oes dos pontos nodais no contorno fazem parte das
incognitas a serem determinadas.

Pela metodologia de imposi¢do de uma condi¢iao
adicional na regiao de contorno livre e a resolu¢do em
um dominio ((y) de coordenadas locais, fica assegu-
rada a convergéncia da solugdo e a determina¢io dos
pontos do contorno, pela satisfagao das condigdes de
contorno natural e adicional.

Diversos pesquisadores tém empregado a técnica
de elementos finitos para a obten¢io de uma solu¢io
aproximada para as situacOes de interesse, tais como
nos estudos de problemas convectivos de transporte
de fluidos. Os resultados satisfatérios mostram a efi-
ciéncia do método de elementos finitos, e a solucio
alcancada é sempre aproximada e a sua maior ou
menor proximidade da solu¢do exata depende da
variancia admitida entre iteracdes, através de um crité-
rio de convergéncia.

Salienta-se o fato de que para cada problema de
contorno existe a necessidade de definicio de uma
malha caracteristica, que represente tanto quanto pos-
stvel o dominio e o contorno do problema em andli-
se. Para os problemas de contorno livre, verifica-se a

dificuldade da definicio de um novo contorno a cada
passo de um processo iterativo, e consequentemente,
uma nova malha de elementos finitos, tornando ex-
tremamente dificultosa a busca da solugdo do proble-
ma. Tal fato pode acarretar um tempo computacional
elevado, o que nio ¢é interessante em qualquer analise.

O método das diferencas finitas e o método dos
elementos finitos tém sido empregados extensiva-
mente para a solucdo numérica de problemas de
contorno livre ou em movimento. Quando a solu-
¢do é computada nos pontos de uma grade fixa no
dominio espago-tempo, seguindo os métodos usu-
ais para obter uma solu¢do numérica de uma equa-
¢do simples, o contorno estard, em geral, entre dois
pontos da grade em algum tempo dado. A dificul-
dade esta compreendida em se determinar a posigao
do contorno em movimento em um novo tempo,
sendo assim algum processo iterativo inevitavel usu-
almente. Alternativamente, a grade pode ser defor-
mada em algum caminho, ou alguma transformagio
de variaveis adotada, de maneira que o contorno em
movimento esteja sempre em uma linha de grade ou
seja fixado no dominio transformado. O método
das grades modificadas tem o intuito de evitar
acumulo de complicagdo e perda da exatiddo associ-
ada com intervalos espaciais desiguais perto do con-
torno em movimento.
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Uma transformaciao de coordenadas n-
dimensionais é uma escolha de novas coordenadas
para adaptar a forma da regido original, transfor-
mando o sistema original de coordenadas em um
novo sistema podendo ser ortogonal ou nio-
ortogonal, de maneira que o contorno curvo torne-
se linhas coordenadas. Em problemas com
movimento de contorno, a regido muda com o tem-
po, mas a malha fixada que corresponde a uma ma-
lha em movimento, pode ser usada em qualquer
tempo. Os movimentos do contorno e dos pontos
de malha na regido original aparecem somente como
mudanca nas coordenadas originais. . uma vanta-
gem para ter controle direto sobre o espagamento
da malha nas coordenadas originais, de maneira que,
uma malha refinada pode ser usada em regides de
interesse especial de contorno em movimento ou em
uma singularidade.

Para o caso dos problemas lineares generaliza-

dos de segunda ordem, na forma forte, dados pela
equacao diferencial:

Liy) = Za ZDI ZV*+Y\V=J‘ (34)

A solucdo do problema é obtida mediante multi-
plicacao da equagio diferencial por uma funcio

neHd '(Q) e integragio no dominio tal como:
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-j DV y XV nHQ + I (V. ))yo + J Yy n dQ :jﬁ]dQ
Q Q Q Q
(35)

Para fazer-se o mapeamento para é deve-se con-
siderat:

1) A regra da cadeia para a mudanca de variaveis:

T )L
t —d OX, dy, Ox,

=1 j=1

-1 dy i
2) A equacio que define J; = .

TR Y SV

Similarmente

, tornando:

v =J'Vn (38)
3) A relacao
J Q) = j JfdQ (39)
0 9

Em face de (36), (37) e (38) pode-se escrever para
a equacio (34)
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.[fdQ J‘JD(V WYy ao +JJ((V y )!Q+.[Jyw n dQ=

Q

J.JD(J )(v % )(v nHQ + IJ((J )(vy\.;)])gz + J.Jy v n dQ=
J‘J(J )DJ 'V Ve + J.J(( (v \u)q)Q J.Jy v n do

ou

I e —_J: (J(J-1 A )D(Vy\y XV, n )+ I (J(J" ) Iv(vyw )qjdg ;
+ E[Jy vy n dQ )

Com o conhecimento dos valores de

J I e (Y
At

solucio buscada (para problema de contorno livre),

¢ possivel entdo a obtencdo da

através da resolugio de um problema nio-linear nos
coeficientes (cuja solu¢do €é a mesma).

As técnicas apresentadas, sdo aplicaveis a regioes
n-dimensionais smplesmente conexas, bem como a
regides n-dimensional multiplamente conexas
(bidimensionais e tridimensionais em ambos 0s casos),

tendo-se como equacao diferencial do problema:

Liy) = Za Z 1,6 Zv—+v\|f S

= (nl,nz,...,nn)

2n
F:UFi com l“l.ﬂl“‘/.=®
i=1

Ly) =f em H'(Q) (“41)

Com condices de contorno

Z[Z D, ]n+a\y—r, em g5 (r,) /= 1220 42)

ou ¢,+a Yy =r, (43)

Sendo conhecidos:

I' ={(x,....,x,) € R"} /=1a2n, exce¢io = Ffm,
B =(x,...,x,),/=1a2n
Desconhecido:

Fﬁ»ee =TI,oul), ou.oul),,
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A solucio do problema em sua forma fraca, é
executada mediante: multiplicacdo da equacio dife-
rencial do problema por uma funcio neH -1 (Q), €
e integracdo no dominio( ); emprego das proprie-
dades das fungdes do H™ () ao resultado obtido;
aplicacao das condi¢oes de contorno, e reorganizacao
dos resultados; e definicdo de formas bilineares e li-
neares, resultando:

a(y,m)+c(y,m)=bm)+b,Mm) (44)
com:
a(y,m)= IZ ZD"ZTWSTT] dQ+InZV‘ZTWdQ+Iy vy ndQ
Q i=1 Jj=1 i J Q i=1 i Q
Yy el (Q) (45)

2n

c(y,n)= Zja v ndl vy neL(T,)

= ey

b<n>=jfn dQ vn eH' (Q) @7
Q

b,(m) = ern dr vneL,m,)

I=1 T
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com a equacio (44) sendo a equacdo variacional do
problema fraco.

A equacdo (44) pode ser escrita como:

[DPIEER
Y Ox, Ox,
O = i=1

Q
’qundr = Iﬁ"l dQ (50)
=1 l"l Q

onde [3 ¢ uma espécie de operador Jacobiano no con-

torno.
Definindo-se:

q=B (51)
a=(p (52)

pode-se escrever:

~

—IaB\vndﬁjﬁqndf——j&wndﬁjéndf

F[ 1 1 Fl
(53)
Definindo-se os seguintes funcionais:
bilineares:
a W)y :IlA):(V‘,\uXVJ,n)iQ + J-@ \?(Vy\u))lQ + J.f v 1 dQ
Q Q Q
(54)

2n
Z\V dQ+J.y v 1 dQ +ZIO,\|I ndl-
K o) BNy
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c(wn)r = j& v dr 55
r,

lineares:

b () = Ifﬂ dQ (56)
O

dn)r = | gndr _

(n)r, Jq N /=1a2n 57)

L,

Levando-se as equacoes (54), (55), (56) e (57) a
equagdo (50), vem:

alym)g +e @)y =b (g +d)p 68
Na parte de contorno desconhecido, é necessaria
uma condi¢do adicional para que seja possivel a reso-

lugdo do problema.
Definindo-se os funcionais:

bilineat:

A(\v,n)ﬁﬁw:jﬁ y ndl= J.w n dr (39
[ e r,

linear:

B (), = _[B gn dr (60)
L e

faz-se:

Afwn), =B0), (61)

A equagao (61) relaciona a regiao de contorno li-
vre no dominio (sistema de coordenadas globais)
com a regiao de contorno pré-estabelecido no domi-
nio ¢y (sistema de coordenadas locais), para a condi-
¢ao de contorno de primeira espécie (valor de incognita
fixado). O fator 3 que aparece na defini¢do do fun-
cional A (\If ’n)f,m, (equacdo (60) é uma espécie de
operador ]acobianc; no contorno).

Busca-se encontrar ve H ! (Q) e solucionar o
duplo sistema dado pelas equagdes (57) e (60) para

vn e Hl(f))-
Conclusao e recomendacoes

Os resultados para mostrar a viabilidade do pro-
cesso e a potencialidade do mesmo para obtengio
das solucoes buscadas sio inerentes ao desenvolvimen-
to de uma pesquisa especifica (doutoramento da au-
tora), onde estudos relativos a otimizacao da atribui¢do

inicial do contorno livre e do raio de convergéncia
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podem ser objetos de futuras pesquisas, através de
algoritmos de correcio para os dados iniciais do pro-
blema. A realizacdo de tais estudos sao uma recomen-
dacdo para outros trabalhos de pesquisa, com
aplicacOes especificas nas diferentes areas do conheci-
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mento clentifico e dos campos da engenharia que
possam ser modelados pelo operador generalizado
de segunda ordem aplicado a uma funcio (incognita)
no dominio, e cuja fronteira ou contorno seja todo
ou em parte desconhecido ou livre.
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